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crecimiento de un tumor benigno en peces.
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RESUMEN

Mediante técnicas histolégicas se han obtenido cortes de
tumores en génadas del mero Epinephelus marginatus que
afectan a la reproduccién de esta especie en cautividad. El
modelo para el crecimiento de un neoplasma benigno ha
sido descrito por Perumpanani y otros en [17]. A partir
del estudio de las simetrias locales del modelo se han
obtenido soluciones explicitas que nos permitird predecir
la evolucién de los mismos.

Palabras Claves: Modelo crecimiento tumor benigno;
transformaciones por simetrias; soluciones exactas; peces.

1. INTRODUCCION

El estudio de los tumores o neoplasmas en peces es un
tema gran interés biolégico ya que los que se forman en
las génadas afectan a la reproduccién y, por consiguiente,
a su cultivo.

Los neoplasmas son evaluados por su pronéstico como
benignos (no agresivos, inocuos) o malignos (agresivos,
peligrosos). Esta nomenclatura es muy usada para los
tratamientos quimioterdpeuticos pero mno es facil de
usar cuando se emplean criterios histopatoldgicos o
biologia molecular. Los neoplasmas que se producen en
peces salvajes deben ser considerados con perspectivas
epidemiolégicas, previniendo las causas con medidas
de salud piblica. En cautividad los peces cultivados
desarrollan neoplasmas que afectan tanto al aspecto de su
comercializacién, como a la reproduccién si el organismo
afectado, como en nuestro caso, son las génadas, y
por tanto a la produccién de la especie en cuestién.
Son especialmente importantes para los patdlogos los
ensayos de carcinogénesis con el fin de precisar el estado
del neoplasma. Esto se puede realizar mediante varios
métodos tales como el rango de crecimiento, invasividad,
heterogeneidad y el comportamiento metastico.
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En este trabajo nos centraremos en el estudio del
crecimiento del neoplasma benigno en el mero Epinehelus
marginatus (Lowe, 1834), perteneciente a la clase de
los Osteichthyes, superorden Teleostei; orden Perciforme,
familia Serranidae y género Epinephelus. Anteriormente
era citado como Epinephelus guaza (Linnaeus, 1758)
o Epinephelus gigas (Briinnich, 1768). Se trata de un
pez nectobenténico con una distribucién desde las Islas
Briténicas al sur de Africa, a lo largo de la costa de Brasil
y por todo el Mediterrdneo [18]. Habita en aguas pocos
profundas principalmente entre 10-50 m, prefiriendo los
fondos rocosos con cavidades [1, 2, 20]. Es hermafrodita
proterogino [21].

Esta especie es el tnico Serrdnido incluido en la
Convencién de Berna (Anexo 3), en 1996 y en el Anexo
3 del Protocolo para areas especialmente protegidas
y de Biodiversidad Mediterrdnea de la Convencién de
Barcelona, en 1995. En la Lista Roja de la IUCN se
define como una especie en Peligro (EN) A2d. Estd en
Peligro A2d cuando la mayor evidencia disponible indica
que se encuentra, se observa, se estima o se sospecha
que la reduccién del tamafnio de la poblacién es <50 %,
en los tltimos 10 anos o en 3 generaciones. Es por
tanto considerada como una especie en muy alto riesgo
de extincién en el medio salvaje, por lo que se viene
aconsejando la adopcién de medidas de proteccién [19].
Dada la escasez de esta especie y el alto valor comercial
que alcanza es muy importante obtener su reproduccion
en cautividad. Esta reproduccion se ve condicionada por
la formacién de neoplasmas durante el desarrollo gonadal,
como hemos podido observar durante el cultivo de esta
especie.

Perumpanani y otros, [17], dedujeron el modelo
para el crecimiento de un tumor benigno basado en
una aproximacién continua, en el que w(w,t) y v(z,t)
representan las concentraciones de las células cancerigenas
y de los tejidos en conexidn, respectivamente, donde x y ¢
son las coordenadas espacio y tiempo. El modelo estudia
el comportamiento medio de las células cancerigenas, sélo
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en la direccién de expansion, e ignora las variaciones en el
plano perpendicular de la direccién de crecimiento.

En el caso de ausencia de tejidos en la banda que lo
rodea, la proliferacién local de las células cancerigenas
se denotan por f(u) y el flujo de las células por J,.
Por otro lado, la presencia de los tejidos influird en el
movimiento de las células cancerigenas; los efectos de los
tejidos conectivos que producen motilidad en las células
cancerigenas se denotard por 6(v) y el flujo que pasa por
las células benignas serén el producto 6(v).J,. Basado en
la hipétesis del crecimiento expansivo, se considera el flujo
de los tejidos conectivos como proporcionales al flujo de
las células, que es 8(v)Jy.

Bajo estas hipétesis, se describe el modelo para el
crecimiento del neoplasma benigno como,

ou d
ETi flu) + 9z [0(v)Ju],

(1)
ov

0
— = k—[vl(wv)J.].
5 5 [V O()]u]
Se asume que el contorno no tiene ningin soporte
significativo en la evolucién del neoplasma.

El matematico noruego Sophus Lie (1849-1899) inicid el
estudio de los grupos de transformaciones que llevan su
nombre al descubrir que muchos de los métodos conocidos
de resolucién de ecuaciones diferenciales eran casos
especificos de un procedimiento general de integracién
basado en la invarianza de los sistemas de ecuaciones
diferenciales bajo un grupo continuo de simetrias. Por
tanto, una simetria (puntual) de Lie estd caracterizada
por una transformacién infinitesimal que deja invariante
la ecuacién diferencial dada y tiene la propiedad que
transforma soluciones de la ecuacién en otras soluciones.

En este trabajo aplicamos el método clasico de Lie
al sistema (1), para O(v) = 1y Ju = Uz, ¥y
realizamos una clasificacién completa de las simetrias
estudiando las clases de funciones f(u) para los cuédles esta
ecuacién es invariante bajo un grupo de transformaciones
infinitesimales, [5, 16]. Obtenemos un sistema de
ecuaciones lineales para los infinitesimales, donde las
soluciones del sistema dependen fundamentalmente de
las funciones. A partir de los infinitesimales, obtenemos
transformaciones que reducen el sistema de ecuaciones en
derivadas parciales (EDPs) (1) a sistemas de ecuaciones
diferenciales ordinarias (EDOs). Las soluciones de estos
sistemas conducirdn a soluciones exactas del modelo.

Motivados por el hecho de que existen reducciones para
EDPs que no son obtenidas por el método clasico de Lie,
como es el caso de la ecuacién generalizada de Cahn-
Hilliard [13, 14] aplicamos al sistema (1), para 8(v) = 1
y Ju = ug, €l método no cldsico de Bluman y Cole [4].

Ya que la aplicacién de la teoria de los grupos de
Lie de transformaciones infinitesimales a un sistema de
EDPs implica una gran cantidad de calculos haremos uso
de paquetes de cdlculo simbdlico. En [6] presentamos un
programa, realizado en el lenguaje de MACSYMA para
simplificar el célculo de las simetrias de una EDP. En
[9] generalizamos el programa a un sistema de ecuaciones

62 SISTEMAS, CIBERNETICA E INFORMATICA

en derivadas parciales. En este trabajo aplicaremos el
programa diseiado en [9] para la obtencién de las
simetrias y, para el desarrollo de algunas operaciones como
simplificacién y resolucién de ecuaciones diferenciales,
MAPLE y MATHEMATICA.

2. MATERIAL Y METODOS

2.1 METODO BIOLOGICO

Los meros se obtuvieron del Banco del Hoyo (35°5’N
6°19’ W) (Sur de Espafa) y se mantuvieron en cautividad
durante 7 anos (32 ejemplares con un peso comprendido
entre 2,5 y 13,8 kg). Las génadas tras la diseccién eran
fijadas en formol tamponado al 4% durante 24-72 horas.
Una vez talladas se introducian en el procesador de
tejidos MILES SCIENTIFIC; MOD VIP 200 de Bayer.
Se conservaban en parafina a 55°C hasta la fabricacién
del bloque. De cada bloque se obtenian cortes seriados
de 3um de grosor mediante un microtomo de rotacién
(MICROM MOD HM340E). Posteriormente se tefifan con
hematoxilina-eosina y hematosilina-VOF ( Gutierrez,1967)
en un tenidor automético (SHANDON MOD VARISTAIN
24-4) Las imdagenes se obtenfan mediante Analizador de
imagen (LEIKA QWIN).

2.2 METODOS MATEMATICOS

2.2.1 Simetrias cldsicas. Reducciones

La idea fundamental del método aplicado a un sistema
de EDPs consiste en imponer que el sistema sea invariante
bajo un grupo uniparamétrico de transformaciones
puntuales de la forma

*

zt = x4 ep(z,t,u,v)+ O(?),
"= t+eq(z,t,u,v)+ O(?),
u' = u+er(z,t,u,v) +O(),
vt = v+ es(z,t,u,v) + O().

Para ello requerimos que el sistema (1) sea invariante
bajo un grupo uniparamétrico de transformaciones con
generador infinitesimal,

0 0 1o} 0
V—pa—m+q&+ra—u+s% (2)

donde p,q,r y s son los infinitesimales del grupo que
dependen de z,t,u y v. A partir del criterio de invarianza
[16], imponemos que la prolongacién de orden n -donde n
es el orden de la ecuacién- del campo vectorial V' actuando
sobre el sistema debe ser cero en todas las ecuaciones del
sistema. Obtenemos un sistema lineal sobredeterminado de
ecuaciones determinantes. De la resolucién de este sistema
se obtienen los infinitesimales -p, ¢, 7 y s- del grupo y,
consecuentemente, el dlgebra de Lie.

La aplicacién del método cldsico al sistema (1),
utilizando el programa descrito en [9], conduce al sistema
sobredeterminado de 16 ecuaciones determinantes:
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Simplificando el sistema obtenemos

p= %1‘ + ks,
q = k1t + ko,
r=r(z,t),
s = kav,

vy que f y r deben verificar la ecuacién

T‘fu =+ k1f =0.

Si f es arbitraria, se deduce que
p=ks, q=ks, r=0, s=ksv.

En este caso las simetrias estdn determinadas por los
generadores infinitesimales

Vi=20., V2=, ngvi.
v

_k . ,
En el caso en que f = ce™ a , obtenemos nuevas simetrias

k
pzém, q=kit+ka, r=a, s=kav,

dadas por los generadores infinitesimales

0 0 1o}
Vie Vo, Ve, Viswmotdim, Vi=g
Los conmutadores no nulos son
[‘/11 V4] = Vla [V27 V4] =2V;

El espacio lineal {Vi,V5,V3, V4, V5} generado por
Vi, Vo, V3, V4, Vs es un algebra de Lie. Los subespa-
cios L1 = {Vi}, Lo {Vi,V2}, L3 {Vi, V2, V3},
Ly = {V1,Va,V3,V4} son subdlgebras de dimensién 1, 2,
3 y 4, respectivamente, de L5 = {Vi, Vs, Vs, V4, V5}. Estas
subéalgebras tienen la propiedad de que

LiCLyCLsCLsCLs
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y de aqui que L5 sea un algebra de Lie resoluble.

Con el fin de encontrar aquellas soluciones invariantes
que no estan relacionadas mediante la accién de algin
elemento del grupo de simetria, construimos el sistema
6ptimo de subdlgebras de dimensién finita. Para ello,
construimos la tabla adjunta del grupo de Lie subyacente,
sumando la serie de Lie, ([16], pp. 32)

ZE— adv;)" (vj)

Ad(exp(ev;))

3

2
=V — e[viavj] + %[vh [Uiavj]] —
obteniéndose

Ad | i Vs Vs Vi Vs
i| W Vo Vi Vi—eVi Vs
Vs 1% Vs Va Vi—eVa Vs
Va| W Va V3 Vi Vs
Vi|eVi e*Va Vs Vi Vs
Vs | 1 Vs V3 Vi Vs

El sistema 6ptimo unidimensional de subalgebras es:

e Para f arbitraria, el conjunto
{K V1> < V> < Va> < Vi4+ Vo> <V 4+ V3>,
<Vo+ Vs> <Vi+Vo+ Vs >}

—2u

e Para f = ce™ ", el conjunto

{<V3+Vi+ Vs >}

A partir del sistema 6ptimo, calculamos las variables y
las soluciones de similaridad que transforman el sistema
de EDPs en un sistema de EDQOs, resolviendo el sistema
caracteristico,

Lodoo 3

e Para f arbitraria, sustituyendo los infinitesimales del
subdlgebra < Vi 4+ V2 4+ V3 > en (3), obtenemos

z = x — at,
u(z,t) = h(2) (4)
v(z,t) = g(z)e”

Esta transformacién reduce el sistema (1) en el sistema de
EDOs

B’ +ab' + f(h) =0, 5)
kgh"” + kg'h' + kgh' + ag’ = 0.

-2

e Para f = ce™ ™", sustituyendo los infinitesimales en (3),

obtenemos

z =1z — 2at,

u(z,t) =h(z)+1nz

v(z,t) = xg(2).
Esta transformacién reduce el sistema (1) en el sistema de
EDOs

(462hh”+e2hh/) 22+262hh’2—e2h+6207
((4gh”" +4g W) k+g) 232 +(4gh +24) kyz=0.
(6)
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2.2.2 Simetrias no clasicas. Reducciones

La base fundamental del método no clésico es requerir
que sistema (1) y la condicién de superficie

p(:c,t,u,v)uz +q(:c,t,u, ’U)’LLt —T(:c,t,u,v) = 0: (7)
p(xa t,u, U)UE + Q($7 t,u, U)Uf - S($7 t,u, 'U) =0.

sean invariantes bajo un grupo local uniparamétrico de

transformaciones locales con generador infinitesimal (2).

Imponemos que la prolongacién segunda aplicada al
sistema (1) y a la condicién de superficie sea nula en
los puntos donde ambas se satisfagan y obtenemos un
sistema sobredeterminado de EDPs no lineales en los
infinitesimales.

Dado que si V' es un campo vectorial también lo es AV,
para alguna funcién A = \(z,t, u,v), tenemos que si ¢ # 0
podemos multiplicar V' por %, y, por tanto, habria que
distinguir dos casos ¢ #0y ¢ = 0.

e Para q # 0, la aplicacién del método no clésico al sistema
(1), utilizando el programa symmgrp.max descrito en [11],
conduce a un sistema sobredeterminado de 13 ecuaciones
determinantes. La complejidad del sistema, una de las
ecuaciones tiene 112 términos, es el motivo por el que no lo
presentamos y por lo que no se puede encontrar soluciones
en general. Si bien, imponiendo condiciones, hemos
obtenido que, ademads de los infinitesimales obtenidos por
el método clasico, para f(u) = Bu, con 3 # 0,

p=X  q=1, r=pfu, s=Xv, (8

son solucién del sistema.

Sustituyendo los infinitesimales (8) en el sistema
caracteristico (3) obtenemos la variable y solucién de
similaridad

z=x— M,
u(zx,t) = eﬁth(z) (9)
v(z,t) = g(z)e>‘2t.

Esta transformacién no deja invariante el sistema (1),
por lo que no obtenemos nuevas simetrias.

e Para ¢ = 0, extendemos el procedimiento descrito en
[3, 8]. Sustituyendo la condicién de superficie u, = r y
vz = s en el sistema (1) obtenemos el sistema en forma
normal

Ut = -A(xat:u7 U):

Ut :B(xat:uav): (10)

donde A(z, t,u,v) = f(u)+rz y Bz, t,u,v) = k(sr+urg).

A continuacién, aplicamos el método cldsico de Lie al
sistema (10). Imponemos que el sistema (10) sea invariante
bajo un grupo uniparamétrico de transformaciones con
generador infinitesimal (2). Aplicando el programa descrito
en [6] obtenemos el siguiente sistema de ecuaciones

pvB+py A+p =0,
Ays—Bry —Ary —re + Aur+qo —AB+p A,
+q A +qu A2+ A= 0,
Bsy+Asy+si—Bys—Bur —pBy —qBi — g, B
—quAB—qB=0.

(11)
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Sustituyendo p =1, ¢ = 0, Ay B en (11) obtenemos las
ecuaciones determinantes del método no cldsico

—kryre v+ T8 —krrySs+res —TuTe +7Tur
_.f(u)Tu_Tt“‘fuT:Oa

krs 8oV —kTos SV —KkSpaz¥V —krruav — k758,
41y sy — k12 sy 4 f(u) sy + 5t — kry 52
—2krys—krry,s=0.

Este sistema es, en general, muy dificil de resolver.
Sin embargo, imponiendo condiciones, hemos encontrado
algunas soluciones. En la siguiente tabla presentamos los
infinitesimales obtenidos para ciertas funciones f

Casos | f | p | q | r | s
1 cu |10 |w ae™*
1 1 ky
2 cuz |10 | u2 ae?
3 cu |10 | u*,n#1, % ku“nk_c
4 ce® |10 ]| e" o

Caso 1. Sustituyendo los infinitesimales en (3) e integrando
el sistema caracteristico obtenemos la transformacién

z=1,

u(x,t) = e®h(z) (12)
v(z,t) = g(2) —ae™".

Caso 2. Sustituyendo los infinitesimales en (3) e integrando
el sistema caracteristico obtenemos la transformacién

u(e, t) = @ (13)

En ambos casos hemos comprobado que no se obtienen
simetrias.

3. RESULTADOS

Se han observados tumores en génadas de machos y
hembras formado por células del tejido conectivo, de
forma multilobulada, con un tamano medio de 259,99+78
pm (min.126;32 y mdax 560,12 pm) (Figura 1) Se ha
determinado el nimero de quiste por unidad de superficie
de la génada con el fin de que al aplicar el modelo
matematico podamos predecir el tamafio que alcanzaran
estos y el tiempo en que se invadird el tejido

Figura 1: Fibroma en génada de peces
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Soluciones exactas del modelo

A continuacién presentamos soluciones exactas de los
sistemas de EDOs obtenidos en la subseccién 2.2.1.

Del sistema (5),
' +ah' + f(h) =0, (14)
kgh" + kg'h' + kgh' +ag' =0, (15)

se deduce:

e Para f(h) = bh, (14) es una EDO lineal de coeficientes
constantes, h”' +ah’ +bh = 0. En [15] se pueden encontrar

. . . 2
soluciones generales de ella si se verifica que b > %, b < %

y a® = 4b que no conducen a soluciones explicitas del
sistema.

e De (14), como f(h) aparece en principio arbitraria, es
posible encontrar soluciones de la misma si h es tal que su
derivada primera y segunda se puede expresar en funcién
de la propia h y eligiendo f de forma que se satisfaga
la ecuacién. Una vez hallada h, la funcién g es obtenida
sustituyendo h en la segunda ecuacidn.

Para ilustrar lo expuesto consideramos varios casos que
dan lugar a soluciones exactas del modelo.

— Si h = c1€”*, podemos elegir f(h) = —b(a +b)h y
c

g = —— B

(bkeb= +1)1+%
Deshaciendo la transformacién (4) obtenemos la solucién
del modelo, para f(u) = —b(a + b)u,

b(z—at) ce”
u(zx,t) = cie , v= —.
(bkeb(z—at) + 1)1+F

— Para

se deduce que

z o
a kznze2nf"22"+2"zd” z
h=—2z"+k y g=

2k nz"+2z
Para diferentes valores de mn obtenemos soluciones
explicitas del sistema.

Sin=2,
g =kee ~.
Sin=3,
2 arccan(f”\/—zg) .
_ k’ze NG
9= 322+2
Sin=4,
¥5.-
2273 arctan<2 \2/§ 1)—%ﬁz
N (\3/5,2—}—1) 5 e V2 v3
g:

22/8 / AN
(227322 — V22 +1) 2 (22%z3+2213)
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Deshaciendo la transformacién (4) se obtienen solu-
ciones del sistema (1).

e Como las derivadas de las funciones trigonométricas
sen” z, cos™ z, tan™ z pueden expresarse en funcién de
si mismas, a partir de las conocidas férmulas sen® z +
cos’z = 1,tan’z +1 = @ etc., estd claro que
podemos elegir f(h) como una funcién algebraica de
h, de forma que (14) admita como soluciones las
funciones trigonométricas sen” z, cos™ z, tan™ z con n € Z.
Este razonamiento es valido también para las funciones
hiperbdlicas senh” z, cosh™ z, tanh™ z. A partir de ellas,
sustituyendo en (15), se puede deducir g.

4. DISCUSION

En este trabajo, hemos realizado un estudio de las
simetrias locales de un sistema de EDPs que modeliza el
crecimiento de un tumor benigno. El modelo matemaético
es desarrollado por Perumpanani y otros en [17]. Los
autores resuelven el modelo, para tres casos de funciones,
utilizando un esquema explicito de diferencias finitas.
Nosotros nos centramos en el estudio de las simetrias para
el primer tipo de funcién.

Para la obtenciéon de las ecuaciones determinantes,
aplicando el método clasico de Lie, se ha utilizado un
programa realizado en el lenguaje MACSYMA. Aplicando
este programa se ha efectuado una clasificacién completa
de las simetrias de Lie dependiendo de las formas
funcionales de f. En todos los casos se ha reducido
el sistema de ecuaciones en derivadas parciales a dos
sistemas de ecuaciones diferenciales ordinarias. El primer
sistema fue obtenido por Perumpanani y otros en [17], pero
mientras ellos realizan un estudio cualitativo de la solucién
nosotros presentamos soluciones explicitas del modelo.
Entre las soluciones halladas hemos encontrado ondas
viajeras en exponenciales, polinomios y trigonométricas.

También hemos realizado un estudio de las simetrias
no clasicas del modelo, aplicando el método no clésico
de Bluman y Cole. Para la obtencién de las ecuaciones
determinantes hemos seguido el procedimiento descrito
por Clarkson [11, 12], distinguiendo dos casos segin si el
infinitesimal asociado a la variable del tiempo es distinto
de cero o no.

En el primero de los casos, hemos utilizado el programa
symmgrp.max diseiado por Champagne y otros [10],
siguiendo las instrucciones dadas por Clarkson en [11].
A partir del sistema de ecuaciones determinantes hemos
calculado los infinitesimales y la transformacién por
simetrias. Se ha comprobado que:

= los infinitesimales no verifican las ecuaciones
determinantes halladas por el método clésico;

= el grupo uniparamétrico deja invariante la transfor-
macién;

= la solucién de similaridad verifica la condicién de
superficie;

= el grupo de transformacién no deja invariante el
sistema de EDP (1);
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= el sistema es de maximo rango.

Por consiguiente no se obtienen simetrias no clasicas por
este procedimiento.

En el segundo de los casos, hemos extendido el
procedimiento descrito por Bild-Niesen [3] y por Bruzén-
Gandarias [8] y hemos comprobado que no se obtienen
simetrias no clésicas.

La obtencién de soluciones explicitas nos permite prever
la posible evolucién de los tumores.

Prever la posible evolucién de los tumores conociendo
pardmetros como el didmetro, el nimero de tumores por
superficie y el peso de la génada mediante el andlisis de las
soluciones del modelo puede sustituir al que habitualmente
se utiliza en histologia mediante estereologia [22].
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