
   

Procesos  de Control  de Markov Descontados Miopes 
 

Raúl MONTES -DE-OCA 
Departamento de Matemáticas 

Universidad Autónoma Metropolitana-Iztapalapa 
Av. San Rafael Atlixco 186 

Col. Vicentina 
09340 México, D.F. 

MÉXICO 
e-mail: momr@xanum.uam.mx 

   
 
 

RESUMEN 

 
En este trabajo se analizará una condición de tipo estructural 
que garantiza que el control óptimo para un Proceso de Control 
de Markov Descontado con horizonte infinito y a tiempo 
discreto, puede obtenerse analizando, justamente, el primer paso 
del algoritmo de aproximaciones sucesivas correspondiente. Lo 
anterior reduce (considerablemente) los cálculos para la 
obtención del control óptimo de un problema con horizonte 
infinito.    
 
Palabras Claves: Procesos de Control de Markov, Costo Total 
Descontado, Aproximaciones Sucesivas, Miopía, Órdenes 
Estocásticos. 
 

1. INTRODUCCIÓN 
 
Este trabajo está relacionado con Procesos de Control de 
Markov (PCMs), a tiempo discreto, estacionarios y con 
horizonte de planeación infinito; además consideraremos PCMs 
equipados con la función objetivo (definida mediante un costo 
por etapa) llamada: costo total descontado (para otros tipos de 
función objetivo, como el costo promedio esperado, ver [5] y 
[7]).  
 
En general, el Problema de Control Óptimo (PCO) para un 
Proceso de Control de Markov (PCM), con cierta función 
objetivo (por ejemplo, el costo total descontado) consiste en 
analizar la existencia de una sucesión de controles (llamada 
política) que sea  óptima, en el sentido que minimice la función 
objetivo sobre todas las sucesiones de controles.  
 
Cuando el análisis de un PCO para un PCM de horizonte 
infinito dado, se reduce exclusivamente a la determinación de la 
política óptima en la primera etapa de tiempo, diremos que el 
PCM es M iope.   
 
Lo anterior reduce, considerablemente los cálculos para la 
obtención de la política óptima de un PCM con horizonte 
infinito.    
 
Por otro lado, cabe señalar que la Miopía es una propiedad que 
ha sido ampliamente estudiada, principalmente en  aplicaciones 
de PCMs  a: Control de Inventarios, Sistemas de Espera  
(Colas) y Problemas de Reemplazamiento de Máquinas (ver [1], 
[2], [6], [8], [9] y [10]).  
 

De manera global, lo que se pretende en este artículo es 
proponer una Condición (general) que permita verificar si un 
PCM es M iope.   
 
La condición que se propondrá (ver la Condición 3 en [3]) es de 
tipo estructural, es decir estará dado en términos de los 
elementos del modelo de control de Markov que define al PCM 
y requerirá, principalmente, la existencia de un mínimo común 
para la ley de transición y para la función costo; además, para la 
función costo se pedirá que el mínimo sea único. 
 
El trabajo está organizado como sigue. En las Secciones 2 y 3 se 
presentan los elementos básicos de la teoría de control de 
problemas descontados. En la Sección 4 se presenta la discusión 
acerca de la Miopía. Es en esta Sección donde se describe la 
condición que garantiza la Miopía, así como los ejemplos que la 
ilustran. Finalmente en la Sección 5 se dan las conclusiones del 
trabajo.    
 

2. PCMs DESCONTADOS: EL PROBLEMA 
BÁSICO 

 
Dado un espacio de Borel X , i.e., un subconjunto de Borel de 
un espacio métrico separable y completo, denotamos su σ-
álgebra por B ( X ). 
 
Sean X  y Y  dos espacios de Borel. Un kérnel estocástico 
Q (dxy) sobre X  dado Y   es una función tal que Q ( ⋅ y) 

es un medida de probabilidad sobre X  para cada Yy ∈  fijo, y 

Q (B⋅ ) es una función medible sobre Y   para cada B ∈ 

B ( X ) fijo.  
 
Modelos de Control de Markov 
Un modelo de control de Markov a tiempo discreto, estacionario 
es una quíntupla (X , A , { A ( x ): Xx ∈ }, Q , c ), que 

consiste del espacio de estados X , el conjunto de controles A , 
los controles admisibles A  ( x ) ⊂ A ,  cuando el sistema se 
encuentra en el estado x , la ley de transición Q  y la función 

de costo de una etapa c . 
 
Suponemos que X  y A  son espacios de Borel. También 
suponemos que  A  ( x ) es medible, Xx ∈ , Q  es un kérnel 

estocástico sobre X  dado ( ax, ) ∈ X  × A ,  y c es una 
función medible real-valuada. 
Además, para cada t = 0, 1, ...: 
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( ) ( ),,Prob, 1́ aaxxBxaxBQ ttt ==∈= +  

 

donde Xx ∈ , a ∈ A ( x ), B∈ B ( X ) y { }∞
=0ttx  y { }∞

=0tta  

representan las sucesiones de estados y de controles, 
respectivamente. 
 
Políticas 
Considérese un modelo de control de Markov: ( X , A , 
{ A ( x ): Xx ∈ }, Q , c ) fijo. 
Denotemos por F el conjunto de selectores medibles, i. e. 
 

( ) ( ){ }.,y   medible es : XxxAxffAXfF ∈∈→=  

 
Una política estacionaria se define como una sucesión 

{ }∞
== 0ttfπ  tal que ,Fff t ∈≡  para toda t . 

 
En la teoría de PCMs es usual considerar la clase Π de políticas 
aleatorizadas que dependen, en cada tiempo t, de la historia del 
proceso (ver [5]). En este trabajo no desarrollaremos el 
concepto de tal política; sin embargo tomaremos a Π como la 
clase más grande de políticas a tratar.  
 
Criterio de Rendimiento 

Para cualquier política π ∈ ΠΠ y estado inicial Xx ∈ , 
definimos el siguiente criterio de rendimiento: 
 

( ) ( )







= ∑

∞

=0

,,
t

tt
t

x axcExV απ π ,                                           (1) 

 
llamado el costo total esperado α-descontado, donde  α ∈ (0,1) 

se llama el factor de descuento y π
xE  denota la esperanza 

respecto a la medida de probabilidad π
xP  inducida por 

Π∈∈ πyXx  (Ver [4] y [5] ). 
 
La función: 
 

( ) ( )xVxV ,inf* π
π

= ,                                                             (2) 

 
para Xx ∈ , se define como la  función de valores óptimos. 
  
Una política π* ∈ Π se dice que es α-óptima si 
 

( ) ( )xVxV *,* π= ,                                                                 (3) 
 
para todo Xx ∈ .  
 
Problema de Control Óptimo 
El problema básico de los PCMs, conocido como el Problema 
de Control Óptimo, consiste en determinar  π* que satisface (3). 
 

3. PCMs DESCONTADOS: ALGUNOS RESULTADOS 
 
A continuación describiremos la Ecuación de Programación 
Dinámica (EPD) y el método de Aproximaciones Sucesivas. 

Estas técnicas son usuales en la teoría de PCMs, para la 
determinación de una política óptima y la caracterización de la 
función de valores óptimos. En este trabajo se supondrá que se  
cumplen condiciones que validan la EPD y el método de 
Aproximaciones Sucesivas (ver [5]). 
 
Ecuación de Programación Dinámica 
Sea V* definida en (2). 
Entonces la EPD queda definida como: 
 

( )
( )

( ) ( ) ( ){ },,*,inf* ∫+=
∈

axdyQyVaxcxV
xAa

α                   (4) 

 
Xx ∈ . 

Bajo ciertas condiciones de continuidad y compacidad en 
algunos elementos del modelo de control de Markov 
considerado (ver [5]), es posible demostrar que el ínfimo en (4) 
se alcanza para una política estacionaria Ff ∈* , i. e.,       
 

( ) ( )( ) ( ) ( )( )∫+= xfxdyQyVxfxcxV *,**,* α ,            (5)           

Xx ∈ . 
 

Sea  
 

{ }(5) satisface * fFfF ∈= .                                              (6) 

 
Se puede demostrar que F* es el conjunto de políticas 
estacionarias α-óptimas (ver [5]). 
 
Aproximaciones Sucesivas 
Las funciones vn: X →IR, n=0,1,... conocidas como funciones 
de aproximaciones sucesivas se definen como: 
 

;00 ≡v  
 

( )
( )

( ) ( ) ( ){ },,,inf 1∫ −
∈

+= axdyQyvaxcxv n
xAa

n α                    (7) 

 
.1, ≥∈ nXx  

 
Nuevamente, bajo condiciones de continuidad y compacidad en 
algunos elementos del modelo de control de Markov 
considerado (ver [5]), se puede garantizar que para cada n = 
1,2,..., existe una política estacionaria Ff n ∈  tal que: 

 

( ) ( )( ) ( ) ( )( ),,, 1∫ −+= xfxdyQyvxfxcxv nnnn α  

(8) 
.Xx∈  

 
Observación 3.1 
Con respecto a nf  definida mediante (8), es sabido (ver [5]) 
que es la primera decisión óptima del problema en n etapas con 
función de valores óptimos: 
 

( ) ( ) XxaxcExv
n

t
ttx

t
n ∈= ∑

−

=Π∈
,,inf

1

0

π

π
α .                               (9) 

 
Sean  
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{ } ,...2,1,(8) satisface =∈= nfFfFn .                    (10) 

 
4. MIOPÍA 

 
Con las definiciones que hemos enunciado, podemos precisar el 
concepto de Miopía y enunciar un resultado acerca de la 
existencia de ésta. 
 
Considérese un PCM con costo total descontado, y también 
considere los conjuntos F* y Fn, n = 1, 2, 3, ..., definidos en (6) 
y (10), los cuales supondremos no vacíos, i.e. se supondrá la 
existencia de políticas óptimas para ambos problemas, el de 
horizonte finito y el de horizonte infinito. 
 
Definición 4.1 
Si *1 FF ⊆ , diremos que el PCM descontado es Miope.  
 
Observación 4.2 ([5]) 
Como fn ∈ F es la primera decisión óptima para el problema en 
n etapas (ver observación 3.1), la  miopía significa que una 
política óptima obtenida en el primer paso del algoritmo de 
aproximaciones sucesivas es también óptima para el problema 
con horizonte infinito. 
 
A continuación se presentará un ejemplo de control de 
inventarios que es Miope. 
 
Ejemplo 4.3 ([9]) 
Para t = 0, 1, ..., denotamos por: 

  
xt : al nivel de existencias al final del periodo t; 

 
 at : a la cantidad producida durante el periodo t; 

 
               ξt : a la demanda durante el periodo t. 
 

Entonces,  xt+1 = xt +  at -ξt ,  es la dinámica del sistema, y el 
costo está dado por:  
 

( ) ( ) ( )11 ,0max,0max,, ++ −++= tttttt xpxhbaaxc ξ , 
 

donde, b: costo de producción unitario, h: costo de manutención 
unitario por exceso de inventario, y p: costo unitario por 
demanda no satisfecha con b, h, p  > 0 y p > b, A = A(x) = [0, ∞) 
para toda .Xx ∈ tξ , para t=0,1,…, son variables aleatorias 
i.i.d., con esperanza finita. 
 En [9] se demuestra (mediante el método de aproximaciones 

sucesivas)  que *
1 ff =  y de  hecho, se demuestra la 

existencia de un número s tal que: 
 

( )








≤−

>
=

.      si           

     si               0

*

sxxs

sx

xf  

 
Para garantizar la Miopía de un PCM descontado, requerimos 
de ciertas definiciones, presentadas a continuación. 
 
Órdenes Estocásticos ([3]) 

Definición 4.4 
Sea X un espacio de Borel completo parcialmente ordenado. 
Sean P y P’ medidas de probabilidad sobre (X,IB(X)). Se dice 

que P’ domina a P estocásticamente si ∫ ∫≤ 'gdPgdP  para 

toda IRXg →:  medible, acotada y no-decreciente, y se 

escribe 'PP
st
≤ .  

 
Observación 4.5  
Sean P y P’ medidas de probabilidad sobre (IR,IB(IR)). En este 

caso, 'PP
st
≤  si ( ) ( )xFxF ≤' , para todo x∈IR, donde F y F’ 

son las funciones de distribución correspondientes a P y P’, 
respectivamente. 
 
Lema 4.6 ([3]) 
Sea X un espacio de Borel , completo, parcialmente ordenado. 
Sean P y P’ medidas de probabilidad sobre (X,IB(X)), tales que 

'PP
st
≤ . Entonces ∫ ∫≤ 'gdPgdP , para IRXg →:  medible, 

no-negativa, no-decreciente y posiblemente no acotada. 
 
Una Condición para la Miopía 
Condición M 

(a) X es un espacio completo y parcialmente 
ordenado, (denotaremos el orden en X  por:  
“<”). 

 
(b) Si yxXyx <∈ ,, , entonces  

 
  ( ) ( )xAyA ⊂ . 

 
(c) Existe ,Ff ∈ tal que  

  ( )( ) ( ),,, axQxfxQ
st

⋅≤⋅   

para todo ( )., xAaXx ∈∈  
 

(d) Si yxXyx <∈ ,, , entonces  

  ( ) ( ),,, ayQaxQ
st

⋅≤⋅   

para todo ( ).yAa ∈  
 
(e) Si yxXyx <∈ ,, , entonces  

  ( ) ( ),,, aycaxc ≤   

para todo ( ).yAa ∈  Con un mínimo único en 

f , i. e.,  

( )( ) ( ) ( ) ( )xfaxAaaxcxfxc ≠∈∀< ,,,, ,    
para toda x. 

 
Ejemplo 4.7 
Sean X ={ 0,1}, A = A ( x ) ={a,b} , Xx ∈ . Sean ρ, ζ , θ, β 
constantes en el  intervalo  
( 0,1). Se define la ley de transición por:  
 
            Q({0}|0,a)=ρ,  Q({1}|0,a)=1-ρ, 
 
            Q({0}|1,a)=ζ,  Q({1}|1,a)=1-ζ,   
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            Q({0}|0,b)=θ,  Q({1}|0,b)=1-θ, y 
                                                          
            Q({0}|1,b)=β,  Q({1}|1,b)=1-β.                                                         
 
El costo está dado por : c (0,a)=1, c (0,b)=2, c (1,a)=4, 
c (1,b)=3. 
Bajo las hipótesis :  ζ≤ρ, β≤θ, θ≤ρ, and ρ≤β no es difícil 
comprobar que este ejemplo cumple la Condición M. 
De hecho la política óptima está dada por: 
 

( ) ,0 af =  y ( ) .1 bf =  
 
Ejemplo 4.8 
Sea X =IR, A =[0,∞), y A ( x ) =[ 0,e-x], x ∈IR. La ley de 
transición está dada por:  
 

,1 t
ax

t
ttex ξ+= −

+  
 

t = 0, 1,…, y la función de costo está dada por:  
 

( ) aeaxc −=, , 
 

Xx ∈ , a ∈ A ( x ). 
Si { }tξ  es una sucesión  de variables aleatorias i.i.d. con S=IR, 

y con densidad común ∆, entonces se puede comprobar que la 
condición M se cumple para este ejemplo. 
 
Resultado Principal 
Teorema 4.9 
Bajo la Condición M se garantiza la Miopía de un PCM 
descontado. 
Demostración 
Considérese un PCM descontado que cumple la condición M. A 
partir de las condiciones M(b),M(d) y M(e) se puede demostrar 
(ver [3]) que la función de valores óptimos *V  es creciente. 
Ahora usando M(c) y M(e) se sigue directamente que 

{ }fFFn == * , para toda n , de donde se sigue la Miopía. � 
 

5. CONCLUSIONES. 
 
Fue presentado un resultado (Teorema 4.9) que permite obtener 
la política óptima (bajo la hipótesis de que ésta existe) de un 
problema de control óptimo, conocido como Proceso de Control  
Markov Descontado, con horizonte infinito mediante un 
problema de control óptimo con horizonte finito, de hecho con 
horizonte igual a uno. La teoría desarrollada ha sido ilustrada 
con dos ejemplos que cumplen las hipótesis propuestas en el 
trabajo. 
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