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RESUMEN

En este trabajo se analizara una condicion de tipo estructural
que garantiza que € control éptimo para un Proceso de Control
de Markov Descontado con horizonte infinito y a tiempo
discreto, puede obtenerse analizando, justamente, e primer paso
del algoritmo de aproximaciones sucesivas correspondiente. Lo
anterior reduce (considerablemente) los cdlculos para la
obtencion del control dptimo de un problema con horizonte
infinito.
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Descontado, Aproximaciones Sucesivas, Miopia, Ordenes
Estocasti cos.

1. INTRODUCCION

Este trabajo esta relacionado con Procesos de Control de
Markov (PCMs), a tiempo discreto, estacionarios y con
horizonte de planeacién infinito; ademas consideraremos PCMs
equipados con la funcién objetivo (definida mediante un costo
por etapa) llamada: costo total descontado (para otros tipos de
funcion objetivo, como el costo promedio esperado, ver [5] y

[7D.

En general, € Problema de Control Optimo (PCO) para un
Proceso de Control de Markov (PCM), con cierta funcién
objetivo (por gjemplo, e costo total descontado) consiste en
analizar la existencia de una sucesion de controles (llamada
politica) que sea Optima, en el sentido que minimice lafuncién
objetivo sobre todas | as sucesiones de controles.

Cuando e andlisis de un PCO para un PCM de horizonte
infinito dado, se reduce exclusivamente ala determinacién de la
politica dptima en la primera etapa de tiempo, diremos que €

PCM esM iope.

Lo anterior reduce, considerablemente los calculos para la
obtencion de la politica éptima de un PCM con horizonte
infinito.

Por otro lado, cabe sefialar que la Miopia es una propiedad que
ha sido ampliamente estudiada, principalmente en aplicaciones
de PCMs a Control de Inventarios, Sistemas de Espera
(Colas) y Problemas de Reemplazamiento de Maquinas (ver [1],
(2], (6], [8]. [9] y [10]).
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De manera global, lo que se pretende en este articulo es
proponer una Condicion (general) que permita verificar si un
PCM es M iope.

La condicién que se propondra (ver la Condicion 3 en [3]) esde
tipo estructural, es decir estard dado en términos de los

elementos del modelo de control de Markov que define a PCM

y requerira, principalmente, la existencia de un minimo comun
paralaley detransicién y paralafuncién costo; ademas, parala
funcién costo se pedird que e minimo sea Unico.

El trabajo esta organizado como sigue. En las Secciones 2y 3 se
presentan los elementos basicos de la teoria de control de

problemas descontados. En la Seccion 4 se presenta la discusion
acerca de la Miopia. Es en esta Seccion donde se describe la
condicion que garantizala M iopia, asi como los ejemplos que la
ilustran. Finalmente en la Seccion 5 se dan las conclusiones del

trabagjo.

2. PCMsDESCONTADOS: EL PROBLEMA
BASICO

Dado un espacio de Borel X, i.e., un subconjunto de Borel de
un espacio métrico separable y completo, denotamos su s-
dgebrapor B ( X).

Sean X y Y dos espacios de Borel. Un kérnel estocastico
Q (dx¢y) sobre X dado Y esunafuncion tal que Q ( x%)

es un medida de probabilidad sobre X paracada yT Y fijo,y
Q (B¥x) es una funcion medible sobre Y para cada B 1
B ( X) fijo.

Model os de Control de Markov
Un modelo de control de Markov atiempo discreto, estacionario

es una quintupla (X, A, { A(x):xI X}, Q, c), que
consiste del espacio de estados X , € conjunto de controles A,
los controles admisibles A (x) 1 A, cuando e sistema se
encuentra en €l estado X, laley de transicion Q y lafuncion

de costo de unaetapa C .

Suponemos que X y A son espacios de Borel. También
suponemosque A (Xx) es medible, xI X, Q esun kémnel

estocastico sobre X dado (x,a) 1T X ~ A, y ces una
funcién medible real-valuada
Ademés, paracadat=0, 1, ...:
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Q(B|x, a) =Probx., 1 Bx. =xa = a)

donde xT X ,al A(X), Bl B( X)y {x}, v {al,
representan las sucesiones de estados y de controles,
respectivamente.

Politicas

Considérese un modelo de control de Markov: ( X, A,
{ A(x): xT X1}, Q, c)fijo.

Denotemos por F el conjunto de selectores medibles, i. e.

F={f:X® Afesmedibley f(x)T Aix)x X}

Una politica estacionaria se define como una sucesion
p={f}i,tdque f,° f1 F, paatodat.
En lateoriade PCMs es usual considerar laclase P de politicas

aleatorizadas que dependen, en cada tiempo t, de la historia del
proceso (ver [5]). En este trabagjo no desarrollaremos €

concepto de tal pditica; sin embargo tomaremos a P como la
clase més grande de politicas atratar.

Criterio de Rendimiento

Para cuaquier politica p 1 P y estado inicid X1 X,
definimos el siguiente criterio de rendimiento:

A ¥

éd y
V(p.x) = E2 & a'cx.a )i, (1)

€t=0 u

llamado el costo total esperado a-descontado, donde a T (0,1)
se llama el factor de descuento y EE denota la esperanza

respecto a la medida de probabilidad Pxp inducida por
xI XypT P (ver[4]y[5]).

Lafuncion:

V*(x):igfv(p,x), @

para xI X, se define como la funcién de valores 6ptimos.
Unapoliticap* T P sedice que esa-optima si
V*(x):V(p*,x), 3
paratodo xT X .

Problema de Control Optimo

El problema bésico de los PCMs, conocido como € Problema
de Control Optimo, consiste en determinar p* que satisface (3).

3. PCMsDESCONTADOS: ALGUNOSRESULTADOS

A continuacion describiremos la Ecuacion de Programacion
Dinamica (EPD) y € método de Aproximaciones Sucesivas.
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Estas técnicas son usuaes en la teoria de PCMs, para la
determinacion de una politica 6ptima y la caracterizacion de la
funcién de valores 6ptimos. En este trabajo se supondra que se
cumplen condiciones que validan la EPD y e método de
Aproximaciones Sucesivas (ver [5]).

Ecuacion de Programacion Dinamica

Sea V* definidaen (2).
Entonces la EPD queda definida como:

V()= aﬂir)j(x){c(x, a)+agy * (v)(dix.a)} @

xT X.

Bajo ciertas condiciones de continuidad y compacidad en
algunos elementos del modelo de control de Markov
considerado (ver [5]), es posible demostrar que € infimo en (4)

se alcanza para una politica estacionaria f*T F ,i.e,

V * (x): c(x, f* (x))+ a@/ * (y)Q(dy|x, f* (x)) , (5)
xi X.

Sea

F*={f1 F| f satisface(5). ®)

Se puede demostrar que F* es e conjunto de politicas
estacionarias a-optimas (ver [5]).

Aproximaciones Sucesivas

Las funciones v,; X ® IR, n=0,1,... conocidas como funciones
de aproximaciones sucesivas se definen como:

Vo 00
)= i folx)+agy, . )elefxal @

xI X,n31

Nuevamente, bajo condiciones de continuidad y compacidad en
algunos elementos del modelo de control de Markov
considerado (ver [5]), se puede garantizar que para cada n =

1,2,..., existe una politica estacionaria f, 1 F ta que

va(x) = cfx, £ (<) + 2 dyn (v)QLayx. fa(x))

Xl X.

(8)

Observacion 3.1
Con respecto a f,, definida mediante (8), es sabido (ver [5])

que es la primera decision 6ptima del problema en n etapas con
funcién de valores dptimos:

Vo (x) = inf é a'ERc(x,a ) xI X. 9)
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F,={f1 F|f stisfacg8)}, n=12... (10)
4. MIOPIA

Con las definiciones que hemos enunciado, podemos precisar €l
concepto de Miopia y enunciar un resultado acerca de la
existencia de ésta.

Considérese un PCM con costo total descontado, y también
considere los conjuntos F* y Fp,, n =1, 2, 3, ..., definidos en (6)
y (10), los cuales supondremos ro vacios, i.e. se supondrd la
existencia de politicas éptimas para ambos problemas, € de
horizonte finito y el de horizonteinfinito.

Definicion 4.1
S F, i F*,diremosquee PCM descontado es Miope.

Observacién 4.2 ([5])
Como f, 1 F esla primera decision dptima para el problema en
n etapas (ver observacion 3.1), la miopia significa que una
politica Optima obtenida en el primer paso del &goritmo de
aproximaciones sucesivas es también dptima para € problema
con horizonte infinito.

A continuacion se presentara un eemplo de control de
inventarios que es Miope.

Ejemplo4.3 ([9])
Parat=0, 1, ..., denotamos por:

¥ : a nivel de existencias al final del periodo t;
& : alacantidad producida durante el periodo t;
¥ : alademanda durante el periodo t.

Entonces, X.1 = % + & -% , €sladinamicadel sistema, y el
costo esta dado por:

C(Xt’at'xt):bat +hmex (O’Xt+l)+ p max(O,- Xt+l)'

donde, b: costo de produccion unitario, h: costo de manutencion
unitario por exceso deinventario, y p: costo unitario por
demanda no satisfechacon b, h,p >0y p>b, A= A(X) =[O0, ¥)
paratoda xI X. X, , para t=0,1,..., son variables aleatorias
i.i.d., con esperanzafinita.

En [9] se demuestra (mediante el método de aproximaciones
sucesivas) que f, =f  y de hecho, se demuestra la
existencia de un nimero stal que:

Para garantizar la Miopia de un PCM descontado, requerimos
de ciertas definiciones, presentadas a continuacion.

Ordenes Estocasticos ([3])
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Definicién 4.4

Sea X un espacio de Borel completo parciamente ordenado.
Sean Py P' medidas de probabilidad sobre (X,1B(X)). Se dice
que P’ domina a P estocasticamente s (pdP £ (pdP’ para

toda g: X ® IR medible, acotada y no-decreciente y se
st
escribe PEP'.

Observacion 4.5
Sean Py P' medidas de probabilidad sobre (IRIB(IR)). En este

st
caso, PEP' s F'(x) £ F(x), paratodo X IR, donde Fy F’
son las funciones de distribucion correspondientes a Py P,
respectivamente.

Lema 4.6 ([3])
Sea X un espacio de Borel , completo, parcialmente ordenado.
Sean Py P' medidas de probabilidad sobre (X,1B(X)), tales que

st
PEP". Entonces (pdP £ cpdP’, para g: X ® IR medible,
no-negativa, no-decreciente y posiblemente no acotada.

Una Condicion para la Miopia

Condicion M
@ X es un espacio completo y parciamente
ordenado, (denotaremos € orden en X por:
“gn).
(o) S X,yT X,X <y, entonces
A1 Alx).
© Exise f1 F,ta que
st
Qbfx. TOJJEQtx.a)
paratodo xT X,al A(x)
(d) S x,yl X,x<'y, entonces
st
Q( X, a)£Q( Y, a)
paratodo al A(y).
G)] S x, yl X,x<y, entonces
c(x, a)£ c(y, a),
paratodo al A(y). Con un minimo dnico en
f.ie,
c(x, F(x))<c(x.a)" al Ax),a? T(x),
paratoda x.
Ejemplo 4.7

Seen X={ 0,1}, A=A(x)={ab} xI X.Seanr,z,qb
constantesen el intervalo
(0,2). Sedefinelaley detransicion por:

Q({ 0} |O!a)=r ’ Q({ 1} |0,a)=1—r ,
Q({0}1,8)=z, Q{1}|1,8)=1-z,
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Q({G}ob)=a,
Q{G}H1b)=b,

Q({1}0b=1-q,y
Q({ 1}|1,b)=1-b.

El costo esta dado por : C(0,8=1, C(0,b)=2, C(1,8)=4,
C(1,b)=3.

Bajo las hipdtesis: z£r, b£q, gEr , and r £b no es dificil
comprobar que este jemplo cumple la Condicién M.
De hecho la politica 6ptima esta dada por:

f0)=a, vy f)=h.

Ejemplo 4.8
Sea X=IR, A=[0¥),y A(X)=[0,e*],xTIR. Laley de
transicion esta dada por:

Xeay = €M+,
t=0,1,..., y lafuncion de costo esta dada por:

ox a)=e?,

xT X, al A(x).
S {x[} esunasucesion de variables aleatoriasi.i.d. con S=IR,

y con densidad comun D, entonces se puede comprobar que la
condicion M se cumple para este giemplo.

Resultado Principal

Teorema 4.9

Bgjo la Condicion M se garantiza la Miopia de un PCM
descontado.

Demostracién

Considérese un PCM descontado que cumple lacondicién M. A
partir de las condiciones M(b),M(d) y M(€) se puede demostrar
(ver [3]) que lafuncién de valores 6ptimos V * es creciente.
Ahora usando M(c) y M(e) se sigue directamente que

F,=F* :{f} , paratoda n , de donde se sigue laMiopia. &
5. CONCLUSIONES.

Fue presentado un resultado (Teorema 4.9) que permite obtener
la politica dptima (bajo la hipétesis de que ésta existe) de un
problema de control éptimo, conocido como Proceso de Control
Markov Descontado, con horizonte infinito mediante un
problema de control éptimo con horizonte finito, de hecho con
horizonte igual a uno. La teoria desarrollada ha sido ilustrada
con dos gjemplos que cumplen las hipotesis propuestas en el
trabajo.
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